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一种有效的分段光滑信号逼近方法

陈　伟
（江南大学数字媒体学院，江苏无锡２１４１２２）

　　摘　要：　传统的 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，连续小波变换等方法在逼近具有分段光滑特性的非连续信号时，因 Ｇｉｂｂｓ
现象的干扰会产生比较大的误差．本文提出了一种有效的分段光滑信号逼近方法．首先根据给定信号的分段
点位置，构造一组标准正交分段多项式系，该函数系具有正交性，收敛性及再生性．然后将信号在该函数系下
进行正交分解及重构，即可得到该信号的最佳平方逼近结果．数值实验表明，本文方法比传统的正交基具有更
好的逼近结果．
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Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　ｐｉｅｃｅｗｉｓｅｓｍｏｏｔｈｓｉｇｎａｌ；ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ；Ｇｉｂｂｓｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎ；ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ

１　引言
　　正交变换在信号的逼近，压缩，特征提取等领域
具有广泛的应用，它的数学基础便是正交函数系．常
见的正交函数系，如 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换中的三角基，多项式
空间中的Ｌｅｇｅｎｄｒｅ基，Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ基以及多种小波函数
等，它们都是连续的甚至光滑的．然而，这些正交基并
不适合表达分段光滑信号（即非连续信号），Ｇｉｂｂｓ现象
（Ｇｉｂｂｓ现象：用有限项 Ｆｏｕｒｉｅｒ级数表达间断信号时，
在间断点处会出现波动，并且这种波动不能因求和的

项数增大而彻底消失）．便是其障碍之一．事实上，只
要是连续的正函数系，其有限个基函数的线性组合不

可能表达间断函数．实际应用中，不可能采用无限计

算．那么，如果要表达间断信息，只有采用非连续的函
数才有可能．因此，为了将正交变换理论引入非连续
信号处理中，正交分段多项式函数系（ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｐｉｅｃｅ
ｗｉｓｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｙｓｔｅｍ，ＯＰＰＳ）便是一种有效的方法．

ＯＰＰＳ的研究可以追溯到 Ｈａａｒ函数［１］和 Ｗａｌｓｈ函
数［２］，它们都是零次多项式．上世纪八十年代初，齐东
旭与冯玉瑜建立了 Ｌ２［０，１］上的一类完备 ＯＰＰＳ［３］，命
名为 Ｕ系统．作为 Ｗａｌｓｈ函数向高次推广的结果，Ｕ
系统是一类真正意义上的ＯＰＰＳ，也是一类预小波（ｐｒｅ
ｗａｖｅｌｅｔ）［４］．此后，文献［５，６］分别构造了与 Ｕ系统几乎
等价的ＯＰＰＳ．２００７年，在Ｕ系统的基础上，文献［７］提

出了另一类ＯＰＰＳ，称之为Ｖ系统，它是一类有限区间
上的多小波［８］．Ｕ系统与 Ｖ系统在复杂几何信号处理
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中得到广泛的应用［９～１３］．
然而，以上这些ＯＰＰＳ都建立在区间的均匀剖分基

础上．具体来说，它们的基函数的分段节点都只出现在
ｑ
２ｐ
（ｐ，ｑ为正整数 ）处．这种具有严格自相似均匀剖分

带来的好处是，只需利用压缩与平移算子便可得到整

个函数系，具有方便，简洁的优点．但是，这种具有统
一固定内在结构的函数系，并没有考虑实际信号的特

殊性．也就是说，信号的分段点位置往往并不是均匀分
布的，此时仍然会产生不理想的结果．因此，有必要将
ＯＰＰＳ扩展到非均匀的情形以实现对信号的自适应
表达．

在本文中，我们提出了一种新的 ＯＰＰＳ的构造方
法．根据给定的区间［０，１］上的非均匀层次嵌套剖分，
首先定义一组线性无关函数组，该函数组中的基为截

断单项式．我们证明了，当对这组截断单项式进行
ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交化后，结果即为对应非均匀节点下
的ＯＰＰＳ，它具有正交性，再生性及收敛性等性质．

２　非均匀层次嵌套剖分
　　Ｈａａｒ函数，Ｗａｌｓｈ函数，Ｕ系统，Ｖ系统及 Ａｌｐｅｒｔ多
小波等ＯＰＰＳ均定义在区间［０，１］的自相似均匀剖分节
点上．本文将要构造的非均匀ＯＰＰＳ，同样定义在一个具
有层次嵌套关系的网格上．不同的是，各层的剖分位置

不再固定为
ｑ
２ｐ
．或者说，原来的均匀节点分布格式只是

现在非均匀格式的一种特殊情形．首先给出非均匀层
次嵌套剖分的定义．
　　定义１　（非均匀层次嵌套剖分）．Ｘｎ＝ ｘ{ }ｎｊ

Ｊｎ
ｊ＝０，ｎ＝

０，１，２，…为区间［０，１］上的第 ｎ层非均匀剖分，满足如
下条件：

（１）Ｊｎ＝２
ｎ．

（２）ｘｎ０＝０与ｘ
ｎ
Ｊｎ＝１分别为区间［０，１］的首末端点．

（３）子区间长度ｘｎｊ＋１－ｘ
ｎ
ｊ由ｊ决定．

（４）ｘｎ－１ｊ ＝ｘｎ２ｊ，ｊ＝０，１，…，Ｊｎ－１，体现相邻两层剖分
之间的层次嵌套关系

图１显示了当ｎ＝１，２，３，４时的某一组非均匀层次
嵌套剖分．

从定义１可知，区间［０，１］非均匀剖分为２ｎ个子区
间，第ｊ个子区间的长度为ｘｎｊ＋１－ｘ

ｎ
ｊ，而在原来的均匀格

式下，各子区间的长度相等且恒等于
１
２ｎ
．记 Ｐｋ，Ｘｎ为定义

在非均匀剖分 Ｘｎ上的全体 ｋ次分段多项式集合，Ｖｎ＝
ｓｐａｎ｛Ｐｋ，Ｘｎ｝．则有ｄｉｍＶｎ＝２

ｎ（ｋ＋１），并且有Ｖ０Ｖ１…
Ｖｎ……本文的目的便是构造空间Ｖｎ中的一类具有
多分辨率特性的正交分段ｋ次多项式函数系．

３　非均匀ＯＰＰＳ

３１　截断单项式及其性质
　　定义 ２　（截断单项式函数系）．当 ｎ＝０时，令
｛Ｗｉｋ，０（ｘ）｝，ｉ＝１，２，…，ｋ＋１为区间［０，１］上的前 ｋ＋１
个Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式；当ｎ≥１时，定义

Ｗｉ，ｊｋ，ｎ（ｘ）＝（ｘ－ｘ
ｎ
２ｊ－１）

ｋ＋１－ｉ
＋ ，

其中，ｎ＝１，２，…；ｉ＝１，２，…，ｋ＋１；ｊ＝１，２，…２ｎ－１，
并且ｘｎ２ｊ－１∈Ｘ

ｎ．
那么，

｛Ｗｉｋ，０（ｘ）｝∪｛Ｗ
ｉ，ｊ
ｋ，ｎ（ｘ）｝

称为Ｘｎ上的截断单项式函数系．
　　引理１　｛Ｗｉｋ，０（ｘ）｝∪｛Ｗ

ｉ，ｊ
ｋ，ｎ（ｘ）｝是区间［０，１］上的

线性无关函数组．
　　证明　只需注意｛Ｗｉｋ，０（ｘ）｝是区间［０，１］上的前
ｋ＋１个 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ单项式，Ｗｉ，ｊｋ，ｎ（ｘ）是区间［０，１］上的分
段多项式，函数及其导数在区间分段节点的分布即

得证．
　　引理 ２　｛Ｗｉｋ，０（ｘ）｝∪｛Ｗ

ｉ，ｊ
ｋ，ｎ（ｘ）｝是 Ｖｎ中的一

组基．
　　证明　由引理１及Ｖｎ的定义即得证．
３２　非均匀正交分段多项式系的构造
　　定理 １　对线性无关函数组｛Ｗｉｋ，０（ｘ）｝∪｛Ｗ

ｉ，ｊ
ｋ，ｎ

（ｘ）｝按ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交化过程得到的标准正交函数
系，即为Ｘｎ上的非均匀ＯＰＰＳ．
　　证明　将线性无关函数中的函数按序排列并记为
Ｗ１，Ｗ２，…，Ｗｊ，…，相应的正交化结果记为 Ｇ１，Ｇ２，…，
Ｇｊ，…，而非均匀ＯＰＰＳ的基函数为Ｖ１，Ｖ２，…，Ｖｊ，…．

当ｊ＝１时，可具体验证Ｇ１＝Ｗ１＝Ｖ１．
当ｊ＝２时，可具体验证Ｇ２＝Ｗ２＝Ｖ２．
假定Ｇ１＝Ｖ１，对ｊ＝１，２，…，ｍ－１（ｍ≥４）成立，根

据ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交化手续，

Ｇ^ｊ＝Ｗｊ－∑
ｊ－１

ｉ＝１
ＷＪ，Ｖ[ ]

ｉＶｉ，

Ｇｊ＝
Ｇ^ｊ
Ｇ^ｊ
＝Ｖｊ．

我们将证明上述事实对ｊ＝ｍ时也成立．

５００２
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根据引理１及引理２，设Ｗｊ＝∑
ｊ

ｉ＝１
αｉＶｉ，再根据归纳

假设条件有

Ｗｍ ＝αＶｍ ＋∑
ｍ－１

ｉ＝１
βｉＶｉ

因此，

Ｇ^ｍ ＝αＶｍ ＋∑
ｍ－１

ｉ＝１
β′ｉＶｉ

而由于

Ｇ^ｍ，Ｖ[ ]ｉ ＝ Ｖｍ，Ｖ[ ]ｉ ＝０，ｉ＝１，２，…，ｍ－１
因此

β′ｉ＝０
于是

Ｇ^ｍ＝αＶｍ，α＝ Ｇ^
∧

ｊ

从而

Ｇｍ＝
Ｇ^ｍ
Ｇ^ｍ
＝Ｖｍ

３３　非均匀ＯＰＰＳ的性质
本文提出的非均匀ＯＰＳＳ具有若干良好的性质，限

于篇幅，这里不加证明地列出它的性质，这些性质是对

信号进行有效逼近的保障．
（ａ）标准正交性：ｋ次非均匀ＯＰＰＳ是Ｌ２［０，１］上的

标准正交函数系，即

∫
１

０
Ｖｉ（ｘ）Ｖｊ（ｘ）ｄｘ＝δｉｊ，ｉ，ｊ＝０，１，２，…

（ｂ）平方收敛性：若ｆ（ｘ）∈Ｌ２［０，１］，则
ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆ－Ｓｎｆ２＝０

（ｃ）一致收敛性：若ｆ（ｘ）∈Ｃ［０，１］，则
ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆ－Ｓ２ｎｆ∞ ＝０

（ｄ）再生性：设ｆ（ｘ）是区间［０，１］上的分段 ｋ次多
项式函数，且分段点位于 Ｘｎ＼｛０，１｝，则 ｆ（ｘ）可以用 Ｘｎ

上的ｋ次非均匀 ＯＰＰＳ的有限项基函数线性组合表
示，即

ｆ（ｘ）＝∑
ｉ∈Λ
αｉＶｉ（ｘ）

Λ为有限的指标集．
３４　分段光滑信号的非均匀ＯＰＰＳ逼近算法

设ｆ（ｘ）的数学表达式如下：

ｆ（ｘ）＝

ｓ１（ｘ）， ｘ∈Δ１，
ｓ２（ｘ）， ｘ∈Δ２，
…

ｓ２ｎ（ｘ）， ｘ∈Δ２ｎ










．

那么，ｆ（ｘ）的非均匀ＯＰＰＳ逼近过程如下：
Ｓｔｅｐ１　根据定义１及定理１，构造 Ｘｎ上的 ｋ（ｋ≥

１）次ＯＰＰＳ．ｋ的取值可由 ｆ（ｘ）的复杂程度与逼近精度
决定，ｋ的取值越大，逼近精度越高，一般情况下 ｋ取３

或４已足够．此时ＯＰＰＳ共有２ｎ（ｋ＋１）个基函数，记为
Ｖ０（ｘ），Ｖ１（ｘ），…，Ｖ２ｎ（ｋ＋１）－１（ｘ）．

Ｓｔｅｐ２　计算逼近系数αｉ＝∫
１

０
ｆ（ｘ）·Ｖｉ（ｘ）ｄｘ，ｉ＝

０，１，…，２ｎ（ｋ＋１）－１．

Ｓｔｅｐ３　得到逼近结果 ｇ（ｘ）＝ ∑
２ｎ（ｋ＋１）－１

ｉ＝０
αｉＶｉ（ｘ），ｇ

（ｘ）是一个分段ｋ次多项式．
那么，ｇ（ｘ）即为分段光滑信号ｆ（ｘ）的非均匀 ＯＰＰＳ

逼近结果．当ｆ（ｘ）为Ｘｎ上的分段ｋ次多项式函数，此时
ｇ（ｘ）实现了对ｆ（ｘ）的精确逼近，即误差为零．

４　数值实验

４１　分段光滑信号逼近
　　例１　设ｆ１（ｘ）为定义在［０，１］区间上的一个非均
匀分段３次多项式函数，表达式如下：
ｆ１（ｘ）＝
－１０６２５ｘ３＋３０ｘ２－２２５ｘ＋０２５， ０≤ｘ＜０２；

５２８ｘ２－３１７ｘ＋０８８， ０２≤ｘ＜０４５；
２０２９ｘ３－４０８６ｘ２＋２６５９ｘ－５３９， ０４５≤ｘ＜０８；

－０５ｘ＋０７， ０８≤ｘ≤
{

１
ｆ１（ｘ）的图形见图２（ａ）．首先，我们利用光滑型的

正交函数系来逼近ｆ１（ｘ）．图２（ｂ），（ｃ）分别为使用Ｆｏｕ
ｒｉｅｒ级数前３００项，ＤＢ２小波前２５６项逼近的结果．可以
看到间断点附近出现明显的震荡，并且这种波动误差

不会随着逼近项数的增加而消失，即为 Ｇｉｂｂｓ现象．前
文已经提到，Ｕ系统，Ｖ系统及 Ａｌｐｅｒｔ多小波是同一个
函数空间的不同正交基底．因此，在使用相同逼近项数
的情况下，它们对ｆ１（ｘ）的逼近结果是一样的．这里只选
择Ｕ系统（３次）对 ｆ１（ｘ）进行逼近．图２（ｄ），（ｅ）分别
为使用３次Ｕ系统前１２８项及５１２项逼近的结果．可以
看出，虽然它们是正交分段多项式函数系，由于分段节

点均匀分布的限制，在逼近像 ｆ１（ｘ）这类非均匀分段函
数时，效果仍不理想，特别是在间断点的附近，误差较

大．利用本文提出的非均匀 ＯＰＰＳ对ｆ１（ｘ）进行逼近．根
据３４节中介绍的逼近算法，第一步，构造相应的非均
匀ＯＰＰＳ基函数（ｋ＝３），记为 Ｖｉ（ｘ），ｉ＝０，１，…，１５；第

二步，计算逼近系数 αｉ＝∫
１

０
ｆ１（ｘ）Ｖｉ（ｘ）ｄｘ，ｉ＝０，１，…，

１５，结果如下：
α０＝０２２４８， α１＝－０００６５，α２＝００００２， α３＝００１６７，

α４＝－００００５，α５＝０００５１， α６＝－００００５，α７＝－０００１２，

α８＝－００１１２，α９＝－０００７２，α１０＝－００００２，α１１＝００１６６，

α１２＝－００２３８，α１３＝－００１９２，α１４＝０００５８， α１５＝００１６０
第三步，得到逼近结果：

６００２
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ｇ１（ｘ）＝∑
１５

ｔ＝０
αｉＶｉ（ｘ）

＝

－１０６２５ｘ３＋３０ｘ２－２２５ｘ＋０２５， ０≤ｘ＜０２；
５２８ｘ２－３１７ｘ＋０８８， ０２≤ｘ＜０４５；
２０２９ｘ３－４０８６ｘ２＋２６５９ｘ－５３９， ０４５≤ｘ＜０８；
－０５ｘ＋０７， ０８≤ｘ≤

{
１

可以看出，ｇ１（ｘ）是对 ｆ１（ｘ）的精确重构，如图２（ｆ）所
示，该结果也验证了再生性．
　　例２　设ｆ２（ｘ）为定义在区间［０，１］上的一个非均
匀分段光滑函数，表达式如下：

ｆ２（ｘ）＝

－１５ｓｉｎ１２ｘ＋０１２， ０≤ｘ＜０１８；

－３１０１０
ｘ＋０６， ０１８≤ｘ＜０４０；

３
２０ｃｏｓ（５－１０ｘ）， ０４０≤ｘ＜０８２；

１
５槡ｘ－０２， ０８２≤ｘ













 ＜１

　　ｆ２（ｘ）的图像见图３（ａ）．为了定量计算逼近误差，
用１０２４个采样点统计近似误差，即

Ｅｒ＝∑
１０２４

ｉ＝１
（ｆ２（ｘｉ）－Ｓｎ（ｆ２）（ｘｉ））

２

其中，Ｓｎ（ｆ２）表示前ｎ项逼近的结果．使用 Ｆｏｕｒｉｅｒ，
ＤＢ２小波与３次Ｕ系统进行逼近的结果及误差见图３
（ｂ）～（ｅ）．最后，我们用３次非均匀 ＯＰＰＳ逼近 ｆ２（ｘ）．
计算过程与例１一样，此不累述．这里只列出逼近系数
αｉ，ｉ＝０，１，…，１５及逼近结果ｇ２（ｘ）的数学表达式．图３
（ｆ）显示了逼近结果图像及误差．可以看出，利用本文
提出的非均匀 ＯＰＰＳ逼近算法，逼近效果有了较大的
提高．
α０＝０００７７， α１＝－００１６７，α２＝－００２１６，α３＝００１０２，

α４＝００４０３， α５＝－００２７７，α６＝００２３３， α７＝００４３８，

α８＝００１５８， α９＝－００１８９，α１０＝－０００７３，α１１＝００１４９，

α１２＝－００２７３，α１３＝－００１００，α１４＝０００８７， α１５＝００１２１

７００２
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ｇ２（ｘ）＝∑
１５

０
αｉＶｉ（ｘ）＝

２５４４ｘ３＋４８１ｘ２－２６１ｘ＋０１２， ０≤ｘ＜０１８；
－１１９ｘ３－０５２ｘ２－０７４ｘ＋０３０， ０１８≤ｘ＜０４０；
１７３４ｘ３－３４１８ｘ２＋２１０６ｘ－４００， ０４０≤ｘ＜０８２；
００２ｘ３－００７ｘ２＋０２０ｘ－０１４， ０８２≤ｘ≤










１

５　结论
　　现有的正交分段多项式函数系（ＯＰＰＳ）定义在有
限区间上的均匀剖分节点上，这种固定的内在结构决

定了它们在表达非均匀分段信号时的结果是不理想

的．本文提出了一种非均匀 ＯＰＰＳ的构造方法，它能根
据给定的非均匀层次嵌套剖分，自动高效地得到相应

的非均匀ＯＰＰＳ．该函数系具有正交性，完备性，再生性
及收敛性．数值实验表明，本文方法比传统正交函数系
在分段光滑信号逼近中具有更好的结果．
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